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The wealth of Pythagorean number triples is demonstrated afresh by showing 
that for every rational number p/q,p, q E iV there exist infinitely many Pythagorean 





where a is odd, b is even and u2 + b2 = c*. The special cases where p = 1 or 
where q = 1 are considered first as they illustrate the method and yield addi- 
tional results. Rational approximations are also possible by means of the quo- 
tients c/b, provided p > q. The results generalize Pythagorean number triples 
(a, 6, c) where a and b differ by a constant investigated by S. Pignataro. 
1. PROBLEMSTELLUNG UND BISHERIGE ERGEBNISSE 
Ein pythagorlisches Zahlentripel ist ein Tripe1 (a, b, c) mit natiirlichen 
Zahlen a, b, c, die der Bedingung a2 + b2 = c2 geniigen, sodaB das Dreieck 
mit den Seiten a, b, c rechtwinklig ist. Da fi.ir beliebiges natiirliches k mit 
jedem Tripe1 (a, b, c) such (ka, kb, kc) pythagorliisch ist, interessieren uns 
besonders “primitive” pythagorGsche Tripe1 (a, b, c), in denen a und b 
teilerfremd sind. Bekanntlich erhtilt man alle primitiven pythagor%schen 
Zahlentripel (a, b, c) mit der Formel 
Cm” - n2)2 + (2mn)Z = (m” + ny, (1) 
also mit a = tn2 -- n2, b = 2mn und c == m2 + n2, wobei die Zahlen m, 
n E N mit try > n nur noch der Einschrhnkung unterliegen, da8 eine der 
beiden Zahlen gerade und die andere ungerade ist. Dann ist also stets a 
ungerade, b gerade und c ungerade. Wir werden im folgenden die Buchstaben 
a, b, c nur in der soeben angegebenen Bedeutung verwenden. 
Die Formel (1) liefert eine Fi.ille pythagor&cher Zahlentripel und es gibt 
zahlreiche Untersuchungen iiber pythagortische Zahlentripel mit speziellen 
Bedingungen. Eine Einfiihrung in die bekannten Ergebnisse liefert das sehr 
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verstZindlich geschriebene Buch von W. Sierpinski [3]. Zum Beispiel gibt es 
unendlich viele Tripel, in denen b und c Nachbarzahlen sind, namlich die 
Tripe1 (2k + 1, 2k(k + l), 2k(k + 1) + 1) fur k = 1, 2, 3 ,..., und such 
unendlich viele Tripe& in denen a und b Nachbarzahlen sind [3]. S. Pignataro 
[2] hat dieses Ergebnis noch verallgemeinert, indem er die pythagoraischen 
Zahlentripel untersucht, in denen a und b sich urn eine Konstante unter- 
scheiden. Jedenfalls ist deutlich, dal3 es unendlich viele primitive Tripe1 
(a, b, c) gibt, ftir die 
+1 bzw. ; M 1 (2) 
ist. Die Vielzahl pythagor%scher Tripe1 kann man sich such folgendermagen 
klarmachen: Stellt man die primitiven Zahlentripel (a, b, c) als Punkte 
x = u/c, y = b/c auf dem Einheitskreis dar, so gibt es zu beliebig vorge- 
gebenen reellen Zahlen x1 und x2 mit 0 < x1 < x2 < 1 ein primitives Tripe1 
(a, b, c), dessen Bild auf dem Einheitskreis ein Punkt (x, y) ist mit x1 < x < 
x2 [3]. Sind p und q (p > q) beliebige natiirliche Zahlen und setzt man 
x1 = q/p und xz = q/(p - I), so folgt aus diesem Ergebnis, daD es ein primi- 
tives Tripe1 (a, b, c) gibt mit 
c P I I --- a 4 <;* (3) 
Im folgenden sol1 dieses Ergebnis verscharft werden und damit such (2) 
verallgemeinert werden. Wir werden namlich zeigen: Sind p und q beliebige 
natiirliche Zahlen, so gibt es unendlich viele pythagoraische Zahlentripel 
(a, b, c) mit 
I I --- ; “4 <; 
und, falls p > q ist, such unendlich viele Tripe1 mit 
I I --- ; q ‘b’ p <’ 
(4) 
(5) 
Man kann also rationale Zahlen mit Hilfe pythagorliischer Zahlen beliebig 
genau approximieren. Bevor wir den allgemeinen Fall behandeln, beschaftigen 
wir uns zuniichst mit der Approximation von Stammbrtichen und von 
natiirlichen Zahlen, weil wir in diesen speziellen Fallen noch genauere 
Aussagen machen k&men. 
2. APPROXIMATION VON STAMMBRUCHEN 
Wir betrachten zungchst pythagodische Zahlentripel, die der Formel (4) 
mit p = 1 geniigen. Genauer: Wir zeigen, daD es zu jeder nattirlichen Zahl q 
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und zu jeder Wahl des Vorzeichens auf der rechten Seite der folgenden 
Gleichung unendlich viele pythagoraische Zahlentripel (a, 6, c) gibt mit 
a 1 1 ---= 
b q =% 
Dazu miissen wir b so bestimmen, dal3 b ein Vielfaches von q ist. Daraus folgt 
aber such, dag die Approximation “bestmiiglich” ist, wie die Multiplikation 
von (6) mit b zeigt. Wir suchen also Tripe1 (a, b, c) mit a = m2 - n2, b = 
2mn, c = m2 + n2 und mit m2 - n2 - 2mnjq = f 1. Wir setzen m = tq, 
soda0 b sicher ein Vielfaches von q ist, und wollen t geeignet bestimmen. 
Dann erhalten wir die Bedingung 
also 
n2 + 2tn - t2qz f I = 0, 
n - -t & ((42 + 1) t2 r 1y. I,2 - (7) 
Damit der Radikand eine Quadratzahl wird, l&en wir die Pellsche Gleichung 
Dt2 F 1 = u2 mit D = q2 + 1. Wir ziehen dazu den Satz 3.18 aus [l] heran. 
Danach ist die Pellsche Gleichung Dt2 + 1 = u2 immer l&bar, und zwar auf 
unendlich viele Arten. 1st At/B, der Naherungsbruch i-ter Ordnung von D1j2 
und ist k die Gliederzahl der primitiven Periode, so ist die Gesamtheit der 
Liisungen 
t = Bik--l , u = Aile-1 
i 
i = 1, 2, 3 ,... bei geradem k, 
i = 2, 4, 6,... bei ungeradem k. 
Die Gleichung Dt2 - 1 = u2 dagegen ist dann und nur dann l&bar, wenn k 
ungerade ist, und zwar lauten dann die Liisungen 
t = Bi,-, , u = Aikpl , i = 1, 3, 5, 7 ,... . 
In unserem Falle ist wegen 
1 
cl2 + 1Y2 - 4 = zq + (&2 + l)l/Z _ q) 
die regelmabige Kettenbruchentwicklung von (q2 + 1)1/2 gegeben durch 
[q; !&I. Also hat k den Wert 1 und beide Gleichungen (q2 + 1) t2 ‘F 1 = u2 
haben unendlich viele Losungen. Berticksichtigen wir in (7) zunachst nur das 
positive Vorzeichen, so finden wir mit m = tq und n = u - t unendlich 
viele Liisungen von (6). Fiir q = 3 ist zum Beispiel die entsprechende 
Kettenbruchentwicklung von loll2 gegeben durch [3; 61. Man erhPlt 
daher die N%berungsbriiche 3/l, 19/6, 117/37,..., und die Lijsungen 
(5, 12, 13), (155, 468, 493), (5921, 17760, 18721) ,..., 
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mit den folgenden Liisungen von (4): 
5 1 1 
+iP 
155 1 1 5921 1 1 ---= ---=-- - - - 12 3 468 = 3 468 ’ 17760 3 + 17760’“’ 
Allgemein konnen-wir fur beliebiges q E N aus der Kettenbruchentwicklung 
(q2 + 1P2 = [q; 291 d ie ersten Tripe1 als Funktion von q berechnen. Man 
erhalt die Tripe1 
(29 - 1, WI - 0, %I2 - 29 + 9, 
(8q3 - 8q2 + 4q - 1, 8q4 - 8q3 + 4q2, 8q4 - 8q3 + 842 - 4q + l), 





und fur die anderen Tripe1 
1 1 ---=-- 
;q b (9) 
gilt. Weitere Losungen erhglt man bei Verwendung des negativen Vorzeichens 
in (7). Man bekommt dann wieder m = tq, aber statt n = --t - u nimmt man 
12’ = t + U. Man erhglt dann ftir jedes q weitere unendlich viele Tripel, 
wovon die beiden ersten gegeben sind durch 
(29 + 1, w9 + 11, 2q2 + 29 + 11, 
(W + 8q2 + 4q + 1, 8q4 + 8q3 + 4q2, 8q4 + 89’ + 8q2 + 4q + 1). 
Wegen des obergangs zu n’ bilden jetzt die ersten Tripe1 Losungen von (9) 
und die zweiten Tripe1 Liisungen von (8). 
3. APPROXIMATION GANZER ZAHLEN 
Wir suchen nun in Ihnlicher Weise wie im 2. Abschnitt zu jedem p E IV 
Zahlentripel (a, b, c) mit 
Setzen wir a = ma - n2 und b = 2mn, so erhalten wir 
und 
n2 + 2mnp - m2 F 1 = 0 
n1,2 = -mp + ((p” + 1) m2 f 1)li2. (11) 
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Aus der regelmll3igen Kettenbrnchentwicklung von (p” + 1)lj2 erhalt man 
wie oben unendlich viele Losungen, und zwar fiihrt jede Losung der Pellschen 
Gleichung (p2 + 1) t2 & 1 = u2 zu den Parametern m = t und n = - tp + u 
bzw. zu den Parametern m = t und n’ = tp + U. Fiir p = 3 erhalt man aus 
den schon angegebenen Naherungsbrtichen die Lijsungen (35, 12, 37) 
(1333,444, 1405) mit 35/12 - 3 = -l/12, 1333/444 - 3 = +-l/444. Es gibt 
such jetzt fiir jedes der beiden Vorzeichen in (10) unendlich viele Liisungen. 
Man kann wieder fur jedes feste p E N die Lijsungen als Funktion von p 
direkt angeben. Man erhalt die Tripe1 
(4P2 - 1, 4P, 4P2 + 11, 
(16~~ + 4p2 + 1, 16~ 3 -I- 4p, 16p4 + 12p2 + I), 
wobei sich im ersten Fall das negative Vorzeichen und im zweiten Fall das 
positive Vorzeichen in (10) ergibt. Im Gegensatz zum Ergebnis des 2. Ab- 
schnitts liefert aber die Verwendung des negativen Vorzeichens von (1 I), die 
zu den Parameter-n m = t und n’ = tp + u fiihrt, keine neuen Lijsungen von 
(10). 
4. APPROXIMATION BELIEBIGER RATIONALER ZAHLEN 
Wir bestimmen jetzt fur beliebige p, q E N pythagoraische Zahlentripel 
(a, b, c) mit 
P -- 
% q 
= *;. (12) 
Wir setzen wieder m = tq und erhalten die Bedingung 
n1,2 = -tp + ((p” + q2) t2 & 1)lj2. (13) 
1st nun p2 + q2 = r2 mit r E N, so ist (p, q, r) ein Zahlentripel mit a/b - 
p/q = 0 und man erhilt natiirlich unendlich viele weitere solche Zahlen- 
tripe1 durch Multiplikation mit einem konstanten Faktor, die im Gegensatz 
zn den vorher erhaltenen Tripeln bis auf hochstens das erste samtlich nicht 
primitiv sind. Andernfalls ist D = p2 + q2 keine Quadratzahl und es gibt 
nach dem im 2. Abschnitt schon benutzten Satz unendlich viele Ldsungen 
der Pellschen Gleichung Dt2 + 1 = u2. Die Parameter m = tq und n = 
- tp + u liefern dann die Tripe1 
(2tpn - 1, 2tqn, 2un - l), 
die zu einem negativen Vorzeichen in (12) fiihren. Die Wahl des negativen 
Vorzeichens in (13) dagegen fiihrt zu m = tq, n’ = tp + u und a’ = n2 - mz 
und damit zu den Tripeln 
(2tpn’ + 1, 2tqn’, 2~2’ - l), 
die ein positives Vorzeichen in (12) ergeben. Es gibt also such im allgemeinen 
278 RAINER GiiTING 
Fall unabhiingig von der Miiglichkeit einer Liisung der Gleichung (~2 + 
q2) t2 - 1 = u2 zu jedem Vorzeichen in (12) unendlich viele Liisungen. 
Beispiel: Ftir p = 3, q = 5 hat die Pellsche Gleichung 34t2 - 1 = u2 
keine Liisung. Dagegen ftihrt die Liisung t = 6, u = 35 der Gleichung 
34t2 + 1 = u2 zu den Tripeln (611, 1020, 1189) und (1909, 3180, 3709), mit 
denen beide Gleichungen (12) gel&t werden. Es ist noch zu erwahnen, da13 
selbstverstandlich jede Liisung der Pellschen Gleichung (p2 + q2) t2 + 1 = u2 
such zu Approximationen des Bruches q/p ftihrt. 
5. SCHLUSSBEMERKUNGEN 
1st p > q, so lassen sich mit denselben Methoden rationale Zahlen p/q 
durch Brtiche c/b approximieren, die aus pythagorlischen Zahlentripeln 
gewonnen werden.Man hat in diesemFal1 diePellscheGleichung(p2 - q2)t2 & 
1 = u2 zu &en und bekommt dann mit jeder Lijsung pythagoriiische Zahlen- 
tripe1 (a, b, c) mit a = m2 - n2, b = 2mn und c = m2 + n2 durch die Wahl 
m = tq und rz = pt & U. Im Falle q = 1 lassen sich aus der Kettenbruchent- 
wicklung (p2 - 1)lj2 = [p - 1; 1, 2p - 21 wieder Formeln fur Zahlen- 
tripe1 angeben, die ganze Zahlen approximieren, und zwar erhalt man fiir 
jedes p als die beiden ersten Tripe1 
(4P2 - 1,4P, 4P2 + I), 
( 16p4 - 12p2 + 1, 4p(4p2 - l), 4p2(4p2 - 1) + I), 
wobei stets c/b - p = + I/b ist. Da die Gliederzahl der Periode der Entwick- 
lung von (p2 - 1)112 gerade ist, gibt es zur Pellschen Gleichung (p” - l)t2 - 1 = 
u2 keine Losung. AuDerdem ftihrt die Verwendung von it = pt - u zu 
keinen neuen Liisungen. Wir erhalten daher keine Losung der Gleichung 
c/b -p = -l/b. 
Weiter stellen wir noch fest, da8 such die iibrigen Naherungsbriiche der 
regelmZiDigen Kettenbruchentwicklung von (p2 + q2)1/2 bzw. von (p2 - q2)W 
zu pythagoraischen Zahlentripeln fiihren, die den Bruch p/q approximieren, 
allerdings sind diese Approximationen weniger gut und stellen keine Ldsungen 
von (4) oder (5) dar. Diese Approximationen ftihren zu Verallgemeinerungen 
der eingangs erwahnten pythagoraischen Zahlentripel von S. Pignataro. 
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